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Resumen: Varios investigadores, (por ejemplo [2] cap. 7), han considerado problemas rela-
cionados con la ecuacion
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ox® oy° ot ot
y los han resuelto aplicando técnicas de problema de momentos. Ademas es conocido que
puede aplicarse la transformacion de Laplace para resolver ecuaciones en derivadas par-

ciales, como es el caso de la ecuacién
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con g constante y condiciones iniciales

u0,t) =F(@), u(x0) =0, %u(X,O) =0, XILrpwu(x,t) =0

Consideramos aqui el problema de hallar una funcion F(t, X) tal gue

oF(t, x) oF(t, x) P
— ' - _G(t) —2 t,x) e R" xR 1
p (t) ax (t.x) (1)
una ecuacion en derivadas parciales de primer orden cuasilineal, con las condiciones de
contorno

F (t,O) = g (t) F (0’ X) = l:inicial (X)

En este trabajo aplicamos un enfoque, a nuestro entender novedoso, que combina ambas
técnicas para resolver este problema.

Utilizando la transformada bidimensional de Laplace se transformara (1) en un problema de
momentos de Hausdorff bidimensional.

Se encontrara una solucién aproximada y se acotara el error de la solucién estimada utili-
zando las técnicas sobre problema de momentos bidimensional.

También se mostrara que (1) es equivalente a resolver una ecuacioén integral de Fredholm
de primera especie.

Palabras claves: problema de momentos, densidad bi-dimensional, estabilidad de la solucién, ecua-
ciones integrales.
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1. INTRODUCCION

El problema de momentos de Hausdorff bidimensional consiste en recobrar una funcién
f (x, y) dados sus momentos

=[xy f(y)dxdy i, j=012,... @)
|

donde 1 =(0,1)x(01).

Existe solucién cuando zza”ﬂ” >0 para todo polinomio p(x, y) = ZZauxiyj tomando valo-
i i
res no negativos para todo (x,y) e I ([2],cap. 1, teorema 1.1).

Si consideramos soluciones para este problema que pertenecen a L2(l), un teorema de

exactitud de la soluciéon aproximada por el método de expansion truncada, asumiendo que
los datos {,uij} de la ecuacion (2) podrian contener algun error, seria el siguiente [1], [3]

2. TEOREMA DE EXACTITUD

Teorema Supongamos que la funcion f(x,y) en L?(l) verifica para algin N, ¢ y E las
condiciones
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Entonces

£| f(x,y)-py (X, y)|2dxdy < min{gztr(UUT )ZZ‘(C” }2 +ﬁ, N"=12,..., N}

i=1 j=1

O ey

N N
donde Py (X Y)= Zzﬂij @;(x,y)  siendo }p; | base ortonormal de polinomios de Le
i=1 j=1

gendre 4j :tr(UTCij) U = (g )LH’Z ’’’’ y Cij matriz cambio de base

N N

Py (X, Y) = 22/1”40"- (x,y) seria la solucion aproximada por el método de expansion truncada.
i=1 j=1

3. RESOLUCION DEL PROBLEMA UTILIZANDO TRANSFORMADA DE LAPLACE

Escribimos la ecuacion diferencial (1) como u, =-G(t)u,. Asumimos que G(t) tiene deriva-
da continua.

Si aplicamos la transformada de Laplace con respecto a x:

LX (ut) =-G (t) Lx (ux) (3)
donde



Lx(u):Tu(t,x)e‘“dx:U(t,ﬁ) 4)

Entonces como
L,(u,)=¢Lu-uto) vy Lx(ut)szx(u)
reemplazando en (3) tenemos:
2L W=-60l L.©)-uo)

O también
%u (t,&) =-GO)[EU &) - u(t,0)]

Considerando a ¢ fijo, escribimos

U'(t, &) =-G(t)[£U (t,&) -u(t,0)]

Tenemos entonces una ecuacion diferencial ordinaria en la variable t de la forma

U'(t,5)+ Pt HU(ES) =Q()

Donde

P(t,5)=¢G() y Q(t)=G(t)u(t.0)
La solucién general de esta ecuacion diferencial es

U(t,§)=|(t1§)[[l(t,§)Q(t)dt+C] siendo |(t,§):efp<‘vf)dt

Por lo tanto

u(,é) = I(tlf) I(t,&)G(t)u(t,0)dt + C] I(t, &) = ejfe(t)dt

Para determinar C planteamos

[ (t,.f)G(t)u(t,O)dt‘tzo +C
1(0,$)

Luego de hallar U (t,&) multiplicamos ambos miembros de (4) por e e integramos con
respecto a t:

U(0,&) =L, (u(0,x)) = Tu(o, x)e S Xdx = (si 1(0,&)=0)

O =8

Tu(t, x)e e *'dxdt = TU (t, &) tdt=Ul(s,&)  (5)

Por lo tanto Ul (s, &) es la transformada bidimensional de Laplace de u(t, x) .



Consideramos el cambio de variable v=e™ y w=e*. Entonces la transformada (5) puede
ser escrita

O ey
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J.vs’lw‘f’lu (=Inv,—Inw)dvdw :J'J.vs”lwf’l f (v,w)dvdw =UI(s,&)  (6)
0 00

Para s=m+1, £=n+1 la ecuacion (6) da

O e

1
J'v'”w“f(v,w)dvdw=UI(m+1,n+1)=ymn mn=0212,.. (7)
0

Entonces (1) es equivalente a la inversion de la transformada de Laplace (5) , y la inversion
de ésta es equivalente al problema de momentos de Hausdorff bidimensional (7).

En el caso de ser f(v,w) e L?(1) se resuelve el problema con el método de la expansion trun-

N N
cada donde la solucion aproximada serd  p,(v,w)=> > 4.0 (W), con

m=1 n=1
@ (v, W) =1 (W1, (W), 1,(v) polinomio de Legendre en (p1) de grado m.
Entonces q, (t,x) = p, (¢™',e) aproxima la solucion de (5), por lo tanto también aproxima la
solucion de (1).

Aplicando el teorema de estabilidad se llega a

T\u(t, X) — Gy (£, )| dtdx < min{gztr(UU T
J :

O ;8

donde E? es una cota para

O ey 8
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4. EJEMPLO NUMERICO

Partimos de la funcion F(t, x) :ce(ﬁt“x/ﬂ), donde c es la constante de normalizacion, la cual
satisface (1) con G(t)=6t. De esta forma consideramos las condiciones iniciales

F(t,0) :ce(%t/uj =g(t), F(Q, x):ce%) -F,.., (x)- Entonces el problema seria hallar F(t,x) tal que

sea solucion de

OF (t,x) _ gt oF (t,x)

t,x) e R" xR™
ot OX ()

con las condiciones iniciales

(+4)

Fao=ce gty vy FOx)=ce™ = F (0

Buscamos la solucion U (t,&) . Luego hallamos uis,&) segun (5).



Tomamos m,n=0,1,2 y aplicamos el algoritmo correspondiente al método de expansion trun-
cada. Se encuentra una aproximacion p (v,w) para f(v,w) en (6).

En la figura 1 superponemos las graficas de p, (v,w) Y F(=In(v),~In(w))-

Figura 1: funcion aproximada [] y funcion exacta [l

Otra forma de escribir (1) como una ecuacion integral seria la siguiente.
Nuevamente escribimos la ecuacion diferencial (1) como u, =-G(t)u,

Consideramos la funcién
R(X,7,&) =e XEDxXCE) o Gp(zr) = j G(r)dr

Entonces R - R.xG(7)=0.
Y luego de algunos calculos podemos escribir

V?R =-RxG'(r) + Rx*(1+G(r)?)

Aplicamos la primera identidad de Green:

[Juv?Rd&dz = fuvRnds - [[VuvRda~

D C
donde D=[0,M]x[0,M] y  C eselbordede D

Desarrollando cada término, tomando limite para M — o Yy asumiendo que:
M M
u(z,£) acotada, [uM, OR( M, OGM)AE —0 + [u(z, M)R(X,7,M)xdr =0
0 0
se llega a la igualdad

TTu(r,§)R(x,r,§)[26(r)zxz —XG'(z)|dwdé = ©

- xG(O)Tu(O, ER(X,0,&) dé — Tu(f,O)R(x, 7,0)[(L- G(z)? x+1]dz



La expresidn anterior es una ecuacion integral de la forma

u(z,&)K(x,z,8) ddg = p(x) C)

ot—38
ot—38

Si u(r, ), K(x,7,¢) y o(x) son funciones de cuadrado integrable, entonces una forma de
resolver (8) consistiria en tomar una base arbitraria y_(x) de L*(0,) Yy resolver el problema
de momentos generalizado

al, = ﬁb;n @O EddE m=12... (o)

con

’
a, =

O3

P(X) 70 (X)X by (7.£) = | K (%, 7, &)y ()

Se puede probar que resolver (9) es equivalente a resolver (10). Se encuentra una soluciéon
aproximada de (10) para m=12,.,N bajo la suposicion que las b/ (r,£) son linealmente

independientes.

CONCLUSIONES

El método clasico de la Transformada de Laplace para resolver ecuaciones en derivadas
parciales implica tener que hallar la correspondiente antitransformada. En este trabajo pro-
ponemos un método alternativo basado en técnicas de problema de momentos que permiten
hallar, bajo ciertas condiciones, una aproximacion de la solucion que no requiere de la anti-
transformada y también una cota para el error. Un segundo camino que hemos explorado
consiste, en vez de usar transformada de Laplace, en transformar la ecuacion diferencial en
una ecuacion integral la cual puede intentar resolverse aplicando también técnicas de pro-
blema de momentos.
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